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Resume. — Dans cet article, nous donnons une description explicite du complete unitaire 
universel de certaines representations localement Qp-analytiques de GL2(-F), ou F est une ex- 
tension finie de Qp (ce qui generalise des resultats de Berger-Breuil pour F = Qp). Pour cela, 
nous utilisons certains espaces de Banach de fonctions de classe sur Of (pour r dans K>o) 
introduits dans |15| . 

Abstract. — In this paper we give an explicit description of the universal unitary completion 
of certain locally Qp-analytic representations of GL2{F), where f is a finite extension of Qp 
(this generalizes some results of Berger-Breuil for F = Qp). To this aim, we make use of certain 
Banach spaces of functions on Of (for r £ R>o) introduced in [15| . 
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1. Introduction 

Soit p un nombre premier. La derniere decennie a vu I'emergence et la preuve d'une cor- 
respondance locale p-adique entre certaines representations continues de dimension 2 de 
Gal(Qp/Qp) et certaines representations de GL2(Qp). Cette correspondance, qui a pris le 
nom de correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Qp), a ete initiee par Breuil ([4], 
[S] ) et a ete etablie par Colmez |13| et Paskunas [24j a la suite de travaux de Colmez |12j et 
Berger-Breuil [3]. 

Si F est une extension finie de Qp, F ^ Qp, la question d'associer des representations 

def — 

p-adiques de G = GL2(-F) aux representations ;3-adiques de dimension 2 de Gal(Qp/F) dans 
I'esprit d'une correspondance locale a la Langlands n'est pas encore comprise et les resultats 
obtenus pour I'instant sont tres partiels. Cependant Breuil |7j, en utilisant principalement les 
travaux de Schraen [281 et de Frommer |19j sur la filtration de Jordan-Holder des induites 
paraboliques localement Qp-analytiques, definit une representation localement Qp-analytique 
n(V^) de G pour la plupart des representations cristallines V de dimension 2 de Gal(Qp/F) et 
a poids de Hodge- Tate distincts, et en commence I'etude. En general, la representation Il{V) 
ne permet pas de reconstruire la representation galoisienne de depart, toutefois on s'attend 
a ce qu'elle intervienne comme sous-objet de la bonne representation, ce qui fait que les 
completes unitaires universels de ses constituants fondamentaux sont des objets pertinents. 

L'objet du present article est celui de donner une description explicite du complete unitaire 
universel de certaines induites paraboliques localement Qp-analytiques (en particulier celles 
qui interviennent dans la construction de la representation n(y)). La motivation du fait 
qu'une telle description est possible est suggeree par [3l Theoreme 4.3.1], ou les auteurs 
decrivent le complete unitaire universel d'une induite parabolique localement algebrique de 
GL2(Qp) en utilisant I'espace des fonctions de classe sur Zp, r etant un nombre rationnel 
positif qui depend de I'induite consideree. 

Pour cela I'auteur a introduit et explore dans [15j une nouvelle notion de fonction de classe 
sur Op, oil r designe un nombre reel positif et Op I'anneau d'entiers de F, qui s'appuie 
principalement sur les travaux d' Amice, Amice- Velii, Vishik, Van der Put et Colmez ([1], [2], 
|31j . [29], et qui repose sur I'idee cruciale suivante : une fonction f de Op dans E est de 
classe C si f{x + y) a un developpement limite a I'ordre [r] {oil [r] designe la partie entiere 
de r) en tout x, et si le reste est o(|y|'') uniformement (en x) sur tout compact. Dans |15j on a 
aussi montre que cette notion ne coincide pas avec une autre definition naturelle de fonction 
de classe sur Op obtenue en voyant Op comme llj^''^^^ (Remarque 13. lip . 

Voir si les completes unitaires universels que nous avons construits sont non nuls est, en 
general, une question delicate et completement resolue seulement dans le cas = Qp O 
Corollaire 5.3.1] en utilisant la theorie des ((/?, r)-modules de Fontaine |18j . Mentionnons par 
ailleurs que le [3l Theoreme 4.3.1] est un ingredient important pour etablir ce resultat. En 
dehors de Qp nous ne connaissons pas en general la reponse. Toutefois, on deduit la non 
nullite dans quelques cas a partir des resultats de Vigneras |30j (voir aussi \20\ pour une 
preuve alternative du meme resultat) et de I'auteur [16j. 

1.1. Notations. — Soit p un nombre premier. On fixe une cloture algebrique Qp de Qp et 
une extension finie F de Qp contenue dans Qp. On designera toujours par E une extension 
finie de Qp qui verifie : 

1^1 = [F : Qp], 
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ouS = Romaig{F,E). 

En general, si L designe F ou E, on note Ol son anneau d'entiers, zul une uniformisante 
de Ol et ki = Ol/{'cul) son corps residuel. On note / = [kp : ¥p], q = et e Tindice de 
ramification de F sur Qp, de sorte que [F : Qp] = ef et hp '^¥g. 

La valuation p-adique valp sur Qp est normalisee par valpip) = [F : Qp] et on pose 

|x| =p-'"aiFix) si X e Qp. 

Si a € F et n G Z on note D{a, n) = a + WpOp, le disque de centre a et de rayon g"". 
Soit S' un sous-ensemble de S. Si ng, = {'na)aes' ■, ELs' — ("^o-)creS' sont des |5"|-uplets 
d'entiers positifs ou nuls posons : 

(ii) \lls' \ = EaG5'^<^; 

(iii) ng, - mg, = {n„ - ma)a€S' ; 

(iv) ng, ^ mg, si no- < nio- pour tout a G S' ; 

(v) (^s' ) ^ 

V'Ttg// m^i'.jng/ —Trial )'. 

Si n^/ = {n^)a€S' G ^>o et z £ Op on pose z^s' = HogS' '^C^:)"'"- 

Pour alleger I'ecriture, nous notons n un jS'j-uplet d'entiers positifs ou nuls au lieu de n^. 
Si V est un i?-espace vectoriel topologique, on note V'^ son dual topologique. 

1.2. Enonce des resultats. — Pour enoncer le resultat principal il nous faut introduire 
un certain nombre de constructions. Soit J une partie de S, dg\j un |S\J|-uplet d'entiers 
positifs ou nuls. Posons : 

J' = jY[{aGS\J,d^ + l> -valQ^(xi(p))}. 

Soient XiyX2 deux caracteres multiplicatifs localement J-analytiques de F^ dans E^ . Notons 
Xi ^ X2 le caractere de T defini par : 

ixi^X2){[^0d]) = Xi{a)X2{d), 

oil T designe le tore deploye constitue par les matrices diagonales de G. Par inflation on en 
deduit une representation localement J-analytique de P. Notons : 

• (indpXi ^ X2) I'induite parabolique localement J-analytique, c'est-a-dire I'espace 
des fonctions localement J-analytiques / sur G a valeurs dans E telles que f(J)g) = 
{xi X2){b)f{g) (Paction de G etant la translation usuelle a droite sur les fonctions) ; 

• {Sym'^'^ E"^)" , pour a G 5 et € Z>o, la representation algebrique irreductible de 
GL2 <8)F,o- E dont le plus haut poids est Xa- diag(xi,X2) i-)- a{x2)'^'^ vis-a-vis du sous- 
groupe des matrices triangulaires superieures. 

Considerons la representation localement Qp-analytique de G suivante : 

I{x,J,ds\j) = ( (g) {Sym''- E'r) (g)E (ind^Xi ®X2) 
(tgs\j 

Une premiere observation est que I{x, J, c^5\j) definit un faisceau sur P^(J') dont les sections 
globales sont les fonctions f : F E qui verifient les deux conditions suivantes : 

(i) flop est une fonction dans F{Op, J,dg\j) (Definition 13. 6p ; 

(ii) X2Xi^iz)z-^'^-^ /{l/ z)\ffp_^Qj se prolonge sur (Dp en une fonction dans F{Op, J,dg\j). 
Par ailleurs, des formules explicites munissent ce faisceau d'une action continue de G. D'apres 
la preuve de \17\ Proposition 1.21], le complete unitaire universel de /(x, J, ds'\j) est le 
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complete par rapport au sous-C'£;[P]-reseau engendre par les vecteurs : 

pour tout ^ ns\J ^ ^S\J TOlJ ^ ^>o- Notons /(x, J,dg\^j)^ le complete de I{x, J,dg\^j) 
par rapport a ce reseau. 

Le but de cet article est celui de donner une description explicite de I'espace I{x, J,dg\^j)^. 
Dans un premier temps nous demontrons deux resultats qui ajoutent des conditions supple- 
mentaires aux donnees initiales et qui permettent de ne pas considerer des cas pathologiques 
ou bien de simplifier le probleme. Le premier ingredient donne deux conditions necessaires 
pour que I{x, J,dg\j)^ soit non nul. 

Proposition 1.1. — Le deux conditions suivantes sont necessaires pour que I{xi J^dg^j)^ 
soit non nul : 

(i) Le caractere central de I{Xt Ji ds\j) integre ; 

(a) On a Vinegalite wa\.Q^{x2{p)) + \ds\j\ ^ 0- 

Mentionnons qu'il s'agit d'un resultat bien connu pour F = Qp ( |171 Lemma 2.1]) et en 
dehors de Qp dans le cas localement algebrique, c'est-a-dire J = ( |23t Lemme 7.9]). En 
particulier, si les conditions de la Proposition 11.11 sont satisfaites on deduit que r > ou 

r =^ -valQj,(xi(p)). 

Notons x'l = Xi) X2 ~ X2 WcT&J'\J '^'^'^ remarquons que Ton a une immersion fermee 
G-equivariante : 

(1-1) I{x,JAs\j)-^Ii^.J',ds\j')- 

Un autre ingredient important est la proposition suivante, essentiellement demontre par Breuil 
en faisant recours aux techniques developpees par Amice- Velu et Vishik, qui donne des indi- 
cations concernant la structure de I(x, J,dg\^j)^, ou plus precisement ses vecteurs localement 
Qp-analytiques. 

Proposition 1.2. — Supposons que les conditions de la Proposition soient satisfaites. 

Alors les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) Toute application continue, E-lineaire et G-equivariante L{x, J,ds\j) B, ou B est 
un G-Banach unitaire, s'etend de maniere unique en une application continue, E-lineaire 
et G-equivariante L{x\ J'jdg\^j,) — )• B. 

(a) L'application canonique I{x, J,dg\^j) — )• I{x, J,ds\j)^ s'etend de maniere unique en 
une application continue, E-lineaire et G-equivariante I{x' , J' ,ds\J') ~^ d{x., J,dg\^j)/^ . 
(Hi) L'application (jl.ip induit un isomorphisme de G-Banach unitaires : 

I{x,J,ds\j)^^lU',J',ds\j')^ 

Done, d'apres la Proposition 11.21 (iii) on est reduit a considerer I{x\ J' ,dg\^j,)^. Par un 
calcul analogue a celui dans la preuve de O Theoreme 4.3.1] on trouve qu'une boule ouverte 
(de centre 0) du Banach dual de L{x' , J' ,dgyj/)^ s'identifie aux distributions dans le dual 
fort de L{x', J',dg\jr) telles que pour tout n € Z,, tout a € F, tout ^ ]ls\J' ^ ^^S\J' tout 



SUR CERTAINS COMPLETES UNITAIRES UNIVERSELS EXPLICITES POUR GL2(F) 



5 



m j, G 
(1.2) 

(1.3) 



y\J\ 
^>0 



on a : 



D{a,n) 



< C'^g"(''~I^S\J'|-|»21j/|) 



F\D{a,n+l) 



oil G M>o. 

D'autre part, un etude fine du dual fort de I'espace de Banach des fonctions de classe C" 
sur Op ou plus precisement de son sous-espace ferme C^iOp-, J',dg\jr) ( ^3.1.2p nous fournit 
une condition necessaire et suffisante pour qu'une forme lineaire sur {Op, J,dg\^j) (voir 
pour une definition de cet espace) s'etende en une distribution sur C^{Of, J' ,dg\^j,) 
. Pour F = Qp il s'agit d'un resultat bien connu et du a Amice- Velu et Vishik 



(Theoreme 
([2]) |31j ). Plus precisement : 



Theoreme 1.3. — (i) Soit fi G {Op, J' ,ds\J'Y ■ exists une constante G 



telle 



que pour tout a £ Op, tout n G 

{z-a)^s\J'{z 

D(a,n) 



\J'\ 



>0, tout ^ HsXJ' ^ ^S\J' ^^'"^ TUji £ ^>o' ^'^ •' 



>(z) 



< C o'^(''"I^^S\J'|-|mij'l)^ 



(a) Soit N un entier tel que N > [r] et jjL une forme lineaire sur {Op, J,dg\^j). Sup- 
posons qu'il existe une constante G M>o telle que pour tout a & Op, tout n G Z>o, tout 
Q. ^ Rs\J ^ ds\j et tout ruj G Z>q tels que \ns\j\ + \lRj\ ^ on ait : 

{z - a)^s\j(^z - a)^-'fi{z) < C7^g"(^-liis\jl-l™jl). 

D(a,n) 

Alors /i se prolonge de maniere unique en une distribution sur C^' (O p , J' , dg\^j/) . 

On est alors amene a considerer I'espace B(x', J\dg\^ji) des fonctions f de F dans E qui 
verifient les deux conditions suivantes : 

(i) f\op est une fonction dans C'^{Op, J' ,dg\^j,) ; 

(ii) X2Xi~^iz)z~^'^''' f{^/z)\oF-{o} se prolonge sur Op en une fonction dans C'^{Op, J',dg\^j,), 
qui est un espace de Banach p-adique naturellement muni d'une action continue de G. 

Un examen approfondi, qui utilise de maniere cruciale le Theoreme 11.31 montre que les 
conditions ()1.2p et ()1.3p selectionnent exactement les formes lineaires dans i?(x', </^^^s'\J')^ 
annulant les fonctions d'un sous-espace L{x', J',dg\j,) de B{x', J',dg\j,) (voir ^4.31 pour une 
definition de cet espace). 

Le resultat principal de cet article, qui generalise le [3l Theoreme 4.3.1] pour F = Qp, est 
alors le suivant. 



Theoreme 1.4- 



II existe un isomorphisme G-equivariant d'espaces de Banach p-adiques : 
Hx, J,ds\j)^ ^ B{x, J',ds\j,)/L{x, J',ds\J')- 



1.3. Plan de Particle. — Dans la Section 2 nous rappelons quelques generalites d'analyse 
fonctionnelle p-adique et la notion de complete unitaire universel introduite dans [ITJ- La 
Section 3 est constituee de quelques rappels sur les espaces des fonctions de classe C et ses 
duaux. Nous introduisons dans la Section 4 les representations localement Qp-analytiques 
I(x, J,dg\j) qui font I'objet de notre etude et ensuite nous construisons la representation de 
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Banach n(x, J,dg\^j). Dans la section 5 nous donnons deux conditions necessaires pour que le 
complete unitaire universel de I{x, J,dg\^j) soit non nul et ensuite nous commengons I'etude 
des espaces duaux {I{x, J,dg\j)^)^ et Il{x, J,dg\j)^ . Dans la section 6 qui est le coeur de 
cet article, nous demontrons le Theoreme 11.41 et on termine avec un exemple explicite. 

2. Preliminaires 

2.1. Rappels d'analyse fonctionnelle non archimedienne. — Dans ce paragraphe 
on donne divers notions preliminaires d'analyse fonctionnelle non archimedienne dont on se 
servira par la suite. Nous renvoyons a |25j pour plus de details. 

Un ii^-espace vectoriel topologique V est dit localement convexe si une base de voisinages de 
I'origine peut etre definie par une famille de sous-0£;-modules de V. Ou de maniere equivalente 
si la topologie peut etre definie par une famille de semi-normes non archimediennes [25\ 
Proposition 4.3, Proposition 4.4]. 

Soit V un £'-espace vectoriel localement convexe. Un reseau C de V est un sous-O^;- 
module de V tel que pour tout v & V il existe un element non nul a G tel que av G C. En 
particulier, on observe que tons les sous-O^j-modules ouverts de V sont des reseaux. Si Ton 
se donne deux reseaux Ci et C2 de V, on dit qu'ils sont commensurahles s'il existe o € E'^ tel 
que aCi C £2 ^ a^^>C2- La commensurabilite definit une relation d'equivalence sur I'ensemble 
Ciy) des reseaux ouverts. 

On dit qu'un reseau C deV est separe si HnGN — de maniere equivalente, s'il 
ne contient pas de £'-droite. 

On dit que V est tonnele si tout reseau ferme dans V est ouvert. 

On dit que V est de Frechet s'il est complet et metrisable ou, de maniere equivalente, 
s'il est complet, Hausdorff, et sa topologie peut etre definie par une famille denombrable de 
semi-normes. En particulier, si sa topologie peut etre definie par une unique norme, on dit 
que V est un espace de Banach. 

Si V est un espace de Banach sur E alors un reseau ouvert est separe si et seulement s'il 
est borne. En outre, si C est un reseau ouvert et separe de V alors la jauge de C definie par : 

V^; G V, \\v\\c = inf \a\ 

v£aC 

est une norme et la topologie sur V definie par || • ||£ coincide avec celle initiale \25\ Corollaire 
4.12]. 

On dit que V est de type compact s'il existe un isomorphisme de £'-espaces vectoriels 
topologiques : 

n 

oil {Vn}n>i est un systeme inductif d'espaces de Banach sur E, tel que les morphismes de 
transition sont injectifs et compacts. 

Un sous-ensemble B V est dit borne si pour tout reseau £ C 1/ il existe a G E' tel que 
B C aC. 

Soit W un £^-espace vectoriel localement convexe. On note Hom£;(y, W) I'espace des fonc- 
tions E'-lineaires et continues sur V a valeurs dans W. On fixe un sous-ensemble borne B (^V. 
Si p est une semi-norme continue sur W alors la formule : 

PbU) = supp{f{v)) 
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definit une semi-norme sur TiomE{V,W). Soit B une famille de sous-ensembles bornes de 
V. La topologie localement convexe sur Hom£;(y, VF) definie par la famille de semi-norme 
{pb : B £ B,p semi-norme continue sur W} est appelee S-topologie. Si B est la famille de 
tous les singletons alors la S-topologie correspondante est aussi dite topologie faible. Si B est 
la famille de tous les sous-ensembles bornes de V alors la ;B-topologie correspondante est dite 
topologie forte. 

2.2. Completes unitaires universels. — Soit G le groupe des Qp-points d'un groupe 
algebrique lineaire reductif connexe defini sur Qp. La notion de complete unitaire universel 
pour un espace vectoriel localement convexe muni d'une action continue de G a ete formalisee 
par Emerton dans \17\ §1], apres que des exemples de completes unitaires universels aient ete 
construits par Breuil ([3 E]) et Berger-Breuil ([3]). Dans ce paragraphe nous rappelons le 
contexte dans lequel cette notion s'insere ainsi qu'une condition necessaire et suffisante pour 
qu'un tel complete existe. 

Definition 2.1 ([271 E])- — Un G-Banach est un espace de Banach B sur E muni d'une 
action a gauche de G telle que I'application G x B B decrivant cette action est continue. 
Un G-Banach B est dit unitaire si pour un choix de norme || • || definissant la topologie de B, 
on a \\gv\\ = \\v\\ pour tout g £ G et tout v £ B. 

Remarque 2.2. — Si le groupe G est compact alors tout G-Banach est unitaire. Ceci n'est 
pas vrai si G n'est pas compact. 

Soit V un i?-espace vectoriel localement convexe et muni d'une action continue de G. 
Un complete unitaire universel de V est un G-Banach unitaire B qui satisfait une certaine 
propriete universelle. Plus precisement : 

Definition 2.3 (|17j. Definition 1.1). — Avec les notations precedentes, un complete 
unitaire universel de V est la donnee d'un G-Banach unitaire B et d'une application E- 
lineaire, continue et G-equivariante i de V sur B telle que toute application £'-lineaire, 
continue et G-equivariante V — )■ W, ou W est un G-Banach unitaire, se factorise de fagon 
unique a tr avers l. 

Remarque 2.4. — Si un complete unitaire universel {B,t) de V existe, alors il est unique 
a isomorphisme pres. Par ailleurs, I'adherence dans B de I'image de y a travers l verifie 
la propriete universelle enoncee dans la Definition 12. 3[ On en deduit que I'application l est 
d'image dense. 

Le lemme suivant fournit une condition necessaire et suffisante pour qu'un tel complete 
unitaire universel existe. 

Lemme 2.5 ( |17j . Lemme 1.3). — La G -representation V admet un complete unitaire 
universel si et seulement si I'ensemble des classes de commensurabilite des reseaux ouverts et 
stables sous I'action de G dans V, partiellement ordonne par Vinclusion, possede un element 
minimal. 
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3. Rappels sur les fonctions de classe sur Op 

Soit r € M>o. Dans |15] nous avons introduit une nouvelle notion de fonction de classe C" 
sur Op, qui s'appuie principalement sur les travaux d' Amice, Amice- Velii, Vishik, Van der 
Put et Colmez ([1], [2], [31] . [29], [llj ). Dans cette section nous allons rappeler un certain 
nombre de constructions et de resultats concernant I'espace des fonctions de classe C' sur Op- 
Nous renvoyons a [15| pour plus de details et a j21j et |22j pour d'autres possibles notions. 

3.1. Definition et complements. — Soit r G M>o- Notons [r] sa partie entiere. Si n € Z>o 

et * G {<, <, >, >, =} notons : 

crG5 

Definition 3.1. — On dit que /: Op E est de classe sur Op s'il existe des fonctions 
bornees Dj^f : Op — )• E, pour i G /<[r], telles que, si Ton definit £f,[r] ■ x Op — > E par : 



i^f,[r]{x,y) = f{x + y) - ^ A/(x) — 

iG/<[r] 



et pour tout h G 7, 



>o 



Cf,r{h)= sup |e/jr](x,2/)|g''^ 

alors Cf^rih) tend vers quand h tend vers +oo. 

Si / est une fonction de classe C" sur Op alors il existe une unique famille de fonctions 

{A/: Op^E, i €/<[,]} 

qui verifie la Definition l3.1l ( [151 Lemme 2.4]). Notons C'^{Op, E) I'ensemble des fonctions de 
Op dans E qui sont de classe C et munissons-le de la norme ][ • jjc"- definie par : 

II. II / Dif{x) \ef^^r]{x,y)\ 
ll/llc' =sup sup sup — , sup — 

ce qui en fait un espace de Banach sur E. Plus precisement I'espace C^'{Op,E) est une E- 
algebre de Banach ( [151 Lemme 2.9]), c'est-a-dire une £^-algebre normee telle que I'espace 
vectoriel norme sous-jacent soit un espace de Banach. 

Montrons le resultat suivant dont on se servira par la suite. 

Lemme 3.2. — Soit n G Z>o et f une fonction de classe C"^ sur Op. Notons g la fonction 
de Op dans E definie par : 

Z ^ lD(0,n)(^)/(— ;r 



Alors g G C''{Op,E) et \\g\\cr < g™||j||c^ 
Demonstration. — Posons pour tout i G I<[r] '■ 

(3.1) yzeOp, D,_g{z) = (^)-l^^^oAz)Dif(^ 

\ 'LU pi / \ 'to pi 

et 

~) ~ ZZ ^DiO,n){x)Dif' 

<M 
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On voit immediatement que Ton a 

yh>n, sup \eg^[r]{x,y)\ < sup |e/jr](x,y)| 

ce qui implique que g est de classe C. II nous reste a montrer I'inegalite sur la norme. Par 
(jcj.ip on a : 



(3.2) \/i G I<[r], sup 



Di_g{z) 



< 



1 \i 



sup 



C-r. 



Par ailleurs : 

• Dans le cas y G zupOp on a : 

k5,[r](a^,y)l ^ |e/,[r](a;,y)| 



< 



\y\ \y\ 

Dans le cas x E tu^Oi?, y ^ WpOp on a : 



< sup 



< sup sup 

<9"ni/ib'-. 



llil-'" 



A/(a;) 



|zi7^|-|^l|y|l^|-^ 



Dans le cas x ^ zupOp, x + y ^ WpOp on a [^j (x, y) = 0. 
Dans le cas x ^ zupOp, x + y G WpOp on a : 



k5,[r](2;,2/)| 



12/1' 

Ceci permet, en revenant a la definition de 



C-r. 



, de conclure. 



□ 



3.1.1. Composition de fonctions. — Soit / une fonction de Of dans E de classe et h 
une fonction de Op dans Op. Dans ce paragraphe nous rappelons ( |15[ §2.2.1]) une condition 
suffisante sur h pour que f o h: Op — )• E soit de classe C^. Pour cela, nous avons besoin 
d'introduire la definition suivante. 

Definition 3.3. — Soit r e R>o. On dit que /i: ^ F est de classe C'"'*'^ sur Op s'il 
existe des fonctions bornees /i^*^ : Oi? ^ F, pour < i < [r], telles que, si Ton definit 
e/i,[r] : C'i? X Op — > F par : 



L' J i 

Eh,[r]{x,y) = fix + y) - ^^h^'Hx)-^ 



i=0 



et pour tout k G Z>o 



sup 



|efcjri(a;,y)l 



alors Ch,r{k) tend vers quand k tend vers +oo. 
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Notons C^'^'^{Of, F) I'ensemble des fonctions de Op dans F qui sont de classe C^'**^. On 
munit C'''''^{Of,F) de la norme || • || (7r,ici definie par : 



\c<r,id = sup I sup sup 

0<j<[r] xeOp 

ce qui en fait un espace de Banach sur F. 



7:1 



\^h,[r]{x,y)\ 
, sup j— j 

x,yeOF \y\ 



Proposition 3.4- — Soit r G M>o- Si h: Op — > Op est une fonction de classe C"''*'^ alors 
(t) V/ € C'{Of, E), foh gC-{Of, E) ; 

(a) I'application de C'^{Of, E) dans C^'{Of, E) definie par f f o h est continue. 

Demonstration. — Voir |15l Proposition 2.12]. □ 

3.1.2. Construction de sous-espaces fermes. — Soit r S M>o, J C 5 et do- € Z>o pour 
(T G S\J . Nous allons definir un sous-espace ferme de C^{Of,E) qui depend de J et de dg\^j 
et qui va jouer un role important dans la suite. 
Posons : 

f = J]J{ct G S\J, d^ + l>r} 

\s\ 

et designons par e^ le vecteur de Z>g ayant toutes ses composantes nulles sauf celle d'indice 
a qui est egal a 1. Notons pour tout / G C^{Of, E) : 

VaG5, 0<i< [r], —f = D,,J. 

Definition 3.5. — On note C'^{Of, J' ,ds\j') le sous-S-espace vectoriel des fonctions / de 
classe sur Of telles que : 

ada+l 

Vct G S\J', —r-rf = 0. 

D'apres Corollaire 2.8] I'operateur Di est continu pour tout i G /<[,.] ce qui implique 
que I'espace {Of, J' ,dg\^j,) est bien un sous-espace ferme de C^{Of, E). On le munit de 
la topologie induite par celle de C^{Of, E) qui en fait un espace de Banach sur E. 

3.2. Fonctions localement analytiques et fonctions de classe . — Soit U C Of 
un sous-ensemble ouvert, .J Q S et £ Z>o pour a G S\J. Pour a G [/ et n G Z>q tels que 
D{a,n) C JJ, on note 0{D{a,n), J,dg\^j) le £'-espace vectoriel des fonctions /: D{a,n) E 
telles que 

f{z)= Yl «rn(«)(^-ar 

m=(ma)^gseZ^(} 
ma<da si o-eS\J 

avec Om (a) G S et |a2^(a)|g-"(l^^l) ^ quand \ m \ +00. Muni de la topologie definie par 
la norme 

||/L,„ = sup(|a^(a)|g-"(l^l)) 

c'est un espace de Banach sur E. 

Par compacite de U il existe /iq G Z>q tel que 

Va G C/,V/i > /lo, D{a,h)CU. 
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Pour tout h > ho on note Th{U, J,dg\j) le £'-espace vectoriel des fonctions f : U ^ E telles 
que : 

Va € U, f\D{a,h) e 0{D{a, h), J,ds\j)- 
On munit cet espace de la norme definie par : 

(3-3) ll/lbh = sup \\f\Dia,h)\\a,h 

a mod vup ,a(^U 

qui en fait un espace de Banach sur E. On voit immediatement que cette definition ne depend 
pas du choix des representants. De plus ( \25\ p. 107]) les inclusions 

^h{U, J,ds\j) ^ Th+i{U, J,ds\j) 

sont continues et compactes. 

Definition 3.6. — On note J-{U, ,J,dg\^j) le -E-espace vectoriel des fonctions /: Op — )• E 
telles qu'il existe un entier h tel que h > et 

f eTh{U,J,ds\j). 

On munit I'espace T{U, J,dg\^j) de la topologie de la limite inductive qui en fait un espace 
de type compact. Posons pour tout A'^ G Z>o : 

T''{OF,S) = Zdei<r,^((^FAdy, 
T^iOp, J,ds\j) = T^iOp, S) n T{Of, J,ds\j). 

Notons que I'espace T^{Of,S) (resp. {Op, J,dg\^ j)) est un sous-i?-espace vectoriel de 
F{Pf,S) (resp. T{Of, J,dg\j)) et rappelons les deux faits suivants : 

• L'espace T{Of, J,ds\j) s'injecte de fagon continue dans C^{Of, J' ,dg\j,) |15l Corol- 
laire 3.4] ; 

• Si est un entier tel que > [r], alors I'espace {O f , J , ds\.j) ^^t dense dans 
C'^{OF,J',ds\J') [IS Corollaire 3.16]. 

En particulier, le deuxieme point est consequence du fait que Ton pent construire une base de 
Banach pour I'espace C^{Of, J',ds\j,) qui est constituee de fonctions dans T^'^\Of, J,dg\^j). 

3.3. Distributions d'ordre r. — Conservons les notations du N3.2l et notons (Op. J. dcxj)"^ . 
pour tout N € Z>o, I'ensemble des formes lineaires sur J^^ {Of, J,dg\j). Si est un entier 
tel que A^ > [r] alors, d'apres Corollaire 3.16], I'inclusion 

J^''{OF,J,ds\j) c C'-iOF,J',ds\j,) 

induit une injection 

C^OF,J,ds\jr -^^''{OF,J,ds\jr- 

Dans cette section nous rappelons une condition necessaire et suffisante pour qu'une forme 
lineaire /i: J^^ {Of, J,dg\j) — )■ E s'etende en une forme lineaire continue sur I'espace de 
Banach C^{Of, J',dg\j,). Cela generalise un resultat du a Amice- Velu et Vishik ([2], |31j). 

Definition 3.7. — On appelle distribution temperee d'ordre r sur Of une forme lineaire 
continue sur I'espace de Banach C'^{Of, J',ds\j'). 
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Notons : 



{C^{OF,J',d& 



LS\J') ' II • \\Vr,J',{da)a) 

I'espace des distributions temperees d'ordre r sur Op muni de la topologie forte. 

Soit N € Z>o. Si fi £ T^{OF,J,ds\j)'^ et / G F^{Of,JAs\j) on note J^^f{z)n{z) 
raccouplement et on pose : 



f{z)n{z) = / li:)i^a,n){z)f{z)ix{z) 
D{a,n) JOf 

OU, pour a G Op et n S Z>o, lD(a,n) designe la fonction caracteristique de a + vo'^Of- 
Theoreme 3.8. — (i) Soit fi € C^{Of, J' , dgx^j,)"^ . II exists une constante G M>o telle 
que pour tout a G Of, tout n € Z>o, tout ^ Rg'^ji ^ ds\J' TDlj' ^ ^>o '^'^ '^^^ •' 

(3.4) f {z - a)'^s\.,' - a)^-J' ii{z) < C^q''^'-\^s\.,'\-\nij'\) , 

JD{a,n) 

(a) Soit N un entier tel que N > [r] et fi £ {Of, Jidgx^j)"^ . Supposons qu'il existe une 
constante G M>o telle que pour tout a £ Of, tout n G Z>o, tout ^ ^ ds\J ^'^'"^ 
mj G Z>Q tels que + IzZLjl < ofi • 

< (j^qn{-r-\'!is\j\-\mLj\) _ 



(3.5) / (z-a)^^^V(z-a)^>(z) 

JD(a,n) 

Alors fj, se prolonge de maniere unique en une distribution temperee d'ordre r sur Of- 

Demonstration. — |15[ Theoreme 4.2]. □ 

Remarque 3. 9. — La preuve du Theoreme 13.81 utilise de maniere cruciale la construction 
explicite d'une base de Banach pour I'espace C^{Of, J' ,dg\j,), qui depend de r et qui consiste 
d'une famille denombrable de fonctions localement polynomiales [15\ Proposition 3.15]. Si 
F = Qp cette base coincide avec celle construite par Van der Put pour I'espace des fonctions 
continues sur Zp et generalisee par Colmez pour r quelconque ( [29| . |1H Theoreme 1.5.14]). 
Signalons que pour I'espace des fonctions continues sur Of cette base a deja ete costruite par 
De Shalit [H §2]. 

Remarque 3.10. — Une consequence facile du Theoreme 13.81 ( jl5[ Corollaire 4.3]) est la 
remarque suivante. Si Ton definit ||/u||r,dg^ ji pour /i G C''{Of, J' ,dg\^jiY par la formule 

alors II • ||r,dc;^^j est une norme sur C^IOf, J' ^dsXjY equivalente a || • \\vr,J' ,(da)a- 

Remarque 3.11. — Notons d = [F : Qp]. En utilisant le fait que Of est un Zp-module libre 
de rang d on est amene a considerer une autre notion, tout a fait naturelle, de fonction de 
classe sur Of- Fixons une d-uplet f = (rj)i<j<(i de nombres reels positifs ou nuls tels que 
= r et une base (ei)i<j<rf de Of sur Zp. Notons 9 I'isomorphisme de Zp-modules defini 

par : 



( / (z-a)^5V(z-a)^^/x(z) 

^ lD(a,n) ' 



Of, (ai, . . . ,ad) i-^ ^ajCj. 



V 
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Si z G (8)f=iC^'(Zp,-E), on definit || z\\ comme I'infimum des sup^gj Ht'ji Hci • • • • • Ibj^Hcd 
pour toutes les ecritures possibles de z sous la forme ^ ■ ■ ■ ^ Vj^. Ceci munit 

®i-iC^^{'^p,E) d'une semi-norme et on note ^i^iC^^i'^p, E) le separe complete de I'es- 
pace <S)i=i C^^C^pjE) pour cette semi-norme. Notons : 

C''{OF,E) = {f: Of^E, foee§)tiC''{^p,E)}, 

et munissons C^'{Of,E) de la topologie deduite de celle definie sur (^j^^C^''(Zp, E). Dans [151 
§5] on a montre que les espaces de Banach C'^{Of,E) et C^{Of-,E) ne sont pas isomorphes 
des que r > 0. 



4. Representations de GL2(F) 

4.1. Generalites. — On fixe desormais une partie J de S jusqu'a la fin de Particle. Soit 
G un groupe de Lie localement F-analytique. On note Go le groupe de Lie localement Qp- 
analytique obtenu par restriction des scalaires de F a Qp a partir de G ( |10^ §5.14]). Si V est 
un S-espace vectoriel localement convexe separe, on pent definir, suivant |26[ §2], I'espace 
des fonctions localement Qp-analytiques de G dans V comme etant I'espace des fonctions 
localement analytiques de Go dans V . On note G'^p~°'"(G, V) I'espace de ces fonctions muni 
de Taction a gauche de G usuelle. 

Soit I'algebre de Lie de G. On a une action Qp-fineaire de g sur I'espace C'^'p~°''^ {G ^V) 
definie par : 

(f/)(5) = |(t^/(exp(-tf)<7))|^^^ 

ou exp: g — G designe I'application exponentielle definie localement autour de |261 §2]. 
Cette action se prolonge en une action de I'algebre de Lie g (^q^ E. Comme g est un F- 
espace vectoriel, alors g E est une algebre de Lie sur I'anneau F <SiQp E. On en deduit un 
isomorphisme de E'-espaces vectoriels : 

(4.1) (^Qp ^ =^ ®F,a E. 

Definition 4^.1 ( |28| . Definition 1.3.1). — Une fonction localement Qp-analytique 
/: G y est dite localement J-analytique si Taction de g i^q^ E sur / se factorise 
par J g ®F,a E. 

L'ensemble des fonctions localement J-analytiques est un sous-espace ferme de c'^p~"'^{G, V). 
On le munit de la topologie induite et on le note G''~""(G, V). 

Definition ( |28| . Definition 1.3.4). — Soit V un espace vectoriel muni d'une topo- 
logie separee localement convexe tonnelee. On dit que V est une representation localement 
J-analytique de G si les deux conditions suivantes sont verifiees : 

(i) Le groupe G agit sur V par endomorphismes continus ; 

(ii) Pour tout w G F, I'application de G dans V definie par g gv est localement 
J-analytique. 

Dans la Definition 14.21 Thypothese que V soit tonnele implique, en utilisant le Theoreme 
de Banach-Steinhaus ( [25^ Theoreme 6.15]), que Taction de G soit continue. 
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Example 4- 3. — L'espace localement convexe C °"(G, V) muni de I'action a gauche de G 
usuelle est une representation localement J-analytique. 

4.2. Rappels sur les induites localement analytiques de GL2(F). — On pose G = 
GL2(i^). On designe par T le tore deploye constitue par les matrices diagonales de G et 
par P le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires superieures. On designe par le 
sous-groupe de G des matrices unipotentes superieures. 

Si {p, P) est une representation localement J-analytique de P, on note Indp(/3)'^~"" l'espace 
des fonctions localement J-analytiques de G dans V telles que : 

ygeG,ypeP, f{pg) = p{p)f{g). 

On munit cet espace d'une action a gauche et i?-lineaire de G par {gf){g') = f{g'g), ce qui 
en fait une representation localement J-analytique. 

Soit X un caractere localement Qp-analytique de T. Par inflation on pent aussi le voir 
comme representation localement Qp-analytique de P. Nous allons construire ici certaines 
sous-representations localement Qp-analytique de Indp(x)'^~'^" et puis, en utilisant l'espace 
des fonctions localement analytiques sur Op construit au ^3.21 on en donne une description 
equivalente. 

Pour ti,t2 € assez proches de 1 on pent ecrire 
avec di^a-,c^2,(T G E. Notons J le sous-ensemble des a G S tels que 

Quitte a considerer la representation i'ndp{x)^~"'"' <Si{{Y[aes\J c'^^''^)odet)^^, on pent supposer 
qu'au voisinage de 1 on a : 

X([*o\°])=Xl(tl)X2(t2) n ^(^2)'^^ 

aeS\J 

ou xi 6t X2 sont des caracteres localement J-analytiques de P. On pose u = [^q] et si a G S 
on note I'element de Ql2{P) '^Qp E obtenu par I'isomorphisme ()4.ip . Si cr € S\J, on note 
3(T = (urj)'^'^'^^ et on pose : 

e.([*oS°]) = ^(M2'). 

D'apres \28\ Proposition 1.3.11] I'element 3o- induit une application, que Ton note encore go-, 
de Indp(x)'^~'^"' dans Indp{x€^i'')^~'^^ qui est surjective et dont le noyau est isomorphe a 

{Sym^^E^y (g)E Ind^(x")^\^"^"''", 

ou 

• pour (T S 5* et do- € Z>o on note (Sym'^'^E'^)"' la representation algebrique irreductible 
de GL2 ®F,a E dont le plus haut poids est Xo- '■ diag(a^i5 2:2) ^ (t{x2Y'' vis-a-vis du sous- 
groupe des matrices triangulaires superieurs. 

• On designe par x" le caractere 

rG5\(JUW) 
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On en deduit immediatement pour toute partie S' de S\J I'isomorphisme suivant : 

^ ^ / J o \ / T-r J \ S\S'-an 

crG5' 



GS' {S\J)\5' 



Notons rUfj = + I- D'apres la preuve de [28^ Proposition 1.3.11] on a le diagramme 
commutatif suivant : 



G (,\S~an 



Ind^(x) 



{T{OF,S)f 



G {^.^dcr \S—an 



Ind^(xe 



ou 



• TiOp^ S) designe I'espace T{U, J,ds\j) pour U = Op et J = S (et done S\J = 0) ; 

• I'application verticale de gauche (resp. de droite) est un isomorphisme topologique 
explicitement donne par : 

On en deduit un isomorphisme topologique : 

S\S'-an 



(4.2) [l^{Sym''-E^rj®E[lnd$xi^X2 H 

crSS' iS\J)\S' 

Posons : 



iT{OF,S\S',ds,))' 



i{x,s\s',ds,) 

^aes' ' ^ (s\J)\S' 

et notons V le £^-espace vectoriel des fonctions f : F ^ E qui verifient les deux conditions 
suivantes : 

(i) /I Of dans T{Op, S\S' ,dg,) ; 

(ii) X2Xi^{z)z~^'^'' f{^/z)\oF~{o} prolonge sur Op en une fonction dans J'{Op, S\S' ,dg/ 
L'application : 

TiOp,S\S',ds>)eT{Op,S\S',ds,) 
^^■^^ / ^ ((^ ^ fir^Fz)), {z ^ X2Xr'(^)^-^\^/(lA))) 

est un isomorphisme de i?-espaces vectoriels. On munit V de la topologie localement convexe 
deduite de cette application. Par les isomorphismes (|4.2p et (|4.3|) et d'apres I'egalite 

ad— be 
—cz+a 

—cz + a 

on deduit que Paction de G sur I{x, S\S' ,dg,) se traduit sur V, pour tout = ^] G G et 
tout f (zV, par la formule 

dz — b 



' 1 




a b 




-1 z_ 




c d 







' 


1 




-1 


dz—b 




—cz+a- 



(4.4) 



a b 
c d 



f){z)= xi{det{g))x2XlH-cz + a){-cz + a)^s\j f 



-cz + a 



pour tout z G F, z ^, et que Ton pent prolonger gf par continuite en z = | (si c 7^ 0) en 
une fonction appar tenant a V. 
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4.3. Une GL2(-F)-representation de Banach. — Soit J C 5, X\^X2'- — > deux 
caracteres localement J-analytiques et ds\j un |5'\J|-uplet d'entiers positifs ou nuls. Notons 
r = — val(Qp(xi(p)) et supposons r > 0. Posons : 

J' = jl[{aeS\J,d^ + l>r}, x'i=Xi, X2 = X2 H 

aeJ'\J 

Nous allons ici construire un G-Banach (Definition l2.ip en utilisant les espaces qui ont ete 
definis au ^3.1.21 

Notons B{x' , J' Tdg\j,) le S-espace vectoriel des fonctions f : F ^ E qui verifient les deux 
conditions suivantes : 

(i) /I Of ™6 fonction dans C'^{Of, J' ,dg\ji) ; 

(ii) X2X1 ^ fi'^/ ^)\op~-{o} se prolonge sur OiT' en une fonction dans C"'(Oi?, J', 
L'application : 

B{x',J',ds\j>) C%OF,J',ds\j,)®C%Op,J',ds\j,) 

est un isomorphisme de £'-espaces vectoriels. On munit B{x' , J\dg\j,) de la topologie lo- 
calement convexe deduite de cette application, ce qui en fait un espace de Banach sur E. 
Plus precisement, si on designe par (/i,/2) I'element de {C^{OF,J',ds\J'))'^ correspond 
a f & B{x', J' ,ds\J') '^i^ r isomorphisme ()4.5p . on a : 

(4.6) ||/b = sup(||/i||c^,||/2|b'-)- 

Pour / G B{x', J',dg\^j,) et g = ^] £ G considerons la fonction definie par : 



(4.7) 



a b 
c d 



f]iz)= Xiid6t{g))xWi \-cz + a)i-cz + afsvi'f 



dz — b 
—cz + a 



pour tout -z 7^ f (si c ^ 0). Le resultat suivant montre que gf se prolonge par continuite en 
z = I en une fonction appartenant a B{x' , J' ,ds\j') et que, muni de Taction de G definie 
par : 

I'espace B(x' ^ J' idg\^ji) devient un G-Banach. 

Lemme 4-4- — L'action d gauche de G sur I'espace B{x\ J' jdgx^jr) decrite par la formule 
(|4.7p est bien definie et se fait par automorphismes continus. 

Demonstration. — Soit / = (/i,/2) € B{x' , J' ,dg\^j,). En utilisant I'isomorphisme ()4.5p il 
est facile de voir que pour tout g = [^^]€Gona: 

{gf )i{z) = x'i{det{g))xWi'\-c^FZ + a){-cwFZ + afs\j'f^ ( ~ ^ ) 

V —cwpz + aJ 



si G wfOf et 



{9f)i{z) = x'i(det(5'))x2X'i ^{dwFZ - b){dwFZ - b)-s\-'' ^'^^^ ^ " 



dwFZ — b 
si ^m^a e F\wfOf ; 

(g/)2(z) = x:i{<^ei{g))x'2x'i~\-c + az){-c + azfs\j'fJ ~^^ + ^ \ 

V az — c / 
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Si ^ e ^fOf et 

i9f)2iz) = x'iidetig))xWi'\-bz + d)i-bz + df^V^'h{^^^) 



bz + dy 

II suffit done de montrer que I'application 

C7'(0^, J', d^y,) © C7'-(Op, J', d5\J') C'^iOp. J',ds\J') © ^^'(Of, J',ds\J') 

(/l,/2) ^ ((5/)l,(5/)2) 

est bien definie et continue. Rappelons que par la decomposition de Bruhat on a : 
(4.9) G = PU PwN. 



On est alors reduit a montrer la stabilite et la continuite de I'application ()4.8p pour les 
matrices g de la forme [g^], ['j'^^], [qaI [oil (^'^^c A G F^). Or ceci est une consequence 
des formules ci-dessus, de la Proposition 13.41 et du fait que I'espace C'^{Of, J' ,ds\j') est une 
-E-algebre de Banach ( [151 Lemme 2.9]). 

□ 

Remarque 4-5. — Le Lemme H^ et le Theoreme de Banach-Steinhaus [25\ Theoreme 6.15] 
impliquent que I'espace B{x' , J' ,dg\^j,) est un G-Banach. 

Soit k G Z>o. Notons Sk C Op un systeme de representants des classes de (Of/^pOf)^ . 
Notons / le plus petit entier positif tel que Xi\D{ai,i) (resp. X2\D{a^,i)) est une fonction J'- 
analytique sur I'ouvert D{ai,l) pour tout Oj G Si. 

Faisons I'hypotliese supplementaire suivante : 

(4.10) valQ^(Xi(p)) + valQ^(x2(p)) + = 0, 
et notons que (|4.10p est equivalente a 

(4.11) valQ^(x'i(p)) + valQ,(x2(p)) + \ds\J'\ = 0. 
Lemme 4- 6. — Les fonctions de F dans E : 



z ^ 



X2X'i~\z - a){z - a)^s\-^'~^s\j'(^ _ a)-^J' si z ^ a 
si z = a. 



pour tout a ^ F, tout ruj, G Z>q' et tout ^ ng\^j, ^ dg\^j, tels que r — [\ns\j' \ + llZij'l) > 
sont dans B{x! , J' ,dg\^ji). 

Demonstration. — Le meme raisonnement que dans [3l Lemme 4.2.2] s'applique. II suffit de 
montrer que la fonction de Op dans E definie par : 

X'2x'i'^ {z)z-s\J'-^s\j' z-riij' si z 
si z = 



z ^ 



est dans C^iOp, J' ,ds\ji)- Soit /o la fonction nulle sur Op et, pour n G Z>o posons : 

Uz) = loAD{0,n){z)x'2Xl'\z)z^S\.p-ns\J' z-mj, _ 
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La fonction /„ est bien dans C'^{Of, J' ,dg\^ji) puisqu'elle est en particulier dans FiOp-, J' ,ds\J') 
Par [251 Lemme 9.9] il sufRt de montrer que fn+i — fn tend vers dans I'espace de Banach 
dual de I'espace de Banach des distributions temperees d'ordre r sur Op, i.e. : 



Iof {fn+i{z)-fn{z)^Kz) 



sup 

Notons que Ton a : 



quand n +co. 



fn+liz) - Uz) = lD{0,n)\D(0,n+l)(^)X2Xi \z)z^S\J'-ns\j' ^-ruj. 

Comme x'l et ^2 sont des caracteres J'-analytiques sur D{aiJ) pour tout aj G 5; on a pour 
tout n > : 

^Diaim^i.,n+l){z)X2Xl~^iz) = xWl~^i^F)'^D{a,,l)(-Z7{)x2Xl'^(A{ 



xWi ^(^F)iD(a.,o(-;r) Yl ^hj'^ 



ai 1 1 — - - ai 



h 

-ai\ 

X2X'i~\^f) Y1 ^D{a,ru^,n+l){z)bhj,{a:-^'^ "'''^^ 
h j, 3:0 



Notons Ci = sup„.g5j sup/j^, (aj)| et remarquons que la condition ()4.1ip implique I'egalite 

I / /^l/ n\\ —'n{2r—\da\Ti\) 

En ecrivant z'—J' = {z—aiWp+ai-!x>p)~—J' et en developpant on obtient pour tout ai & Si : 



-tj, (Z - aiWp\tj' 



oil les Xtj, sont des elements de Oe- De maniere analogue, on obtient pour tout ai £ Si : 

= iDia,^-,n+l){z) fik,^,,{airU^Fp\-''{z - a,w],fs\J'-ns\J'-ks\j'^ 

oil les Aifcg^j, sont des entiers. 

fg 

dans E definie par : 



0^kg^j'<ds^j'-ns\j' 



\J'\ 

Notons fag\^j,,i3j,^ pour tout ^ ^ ^^5\j' et tout /3^, € Z>q la fonction de Op — {0} 



Par (jiJ^ on a : 

\^l{fn+l{z) - fn{z))\ = sup \^J^{'^D(aiVo^p,n+l){z)\'2X'l~^ {z) fn^^j, ,mjXz))\, 

et, en utilisant les egalites precedentes on deduit pour tout ai & Si : 

h' 
ks\j' 



SUR CERTAINS COMPLETES UNITAIRES UNIVERSELS EXPLICITES POUR GL2(F) 



19 



\ \J'\ \ 

ou [j, varie dans Z>q et ^ k.s\j' ^ ^^S'\j'- D'apres la Remarque 13. lUI on a : 

^S\J' 

d'ou 

\f^{fn+liz) - fniz))\ < sup 5'(-+fe\.'|-|i.'|-&\.'l + |ns\.'l). 

b' 

On en deduit le resultat car r > \rnji \ + |?l5\j'|- D 

I J' I 

D'apres le Lemme 14.61 on salt que pour tout a € F, tout mj, S Z>q et tout ^ 
2l5\J' ^ i^5\J' t^ls ^ ~ lll5\J'l ~ luij'l > Oi Iss fonctions z-s\J' z—J' et X2X'i~^('2 — — 
a)iis\j'-iis\j'(2 - a)-^J' sont dans B{x',J',ds\j>). Notons L{x' , J' , d^^j') I'adherence dans 
i?(x', J' ,ds\J') sous-i?-espace vectoriel engendre par ces fonctions. 

Lemme J^.l. — Le sous-espace L{x' , J' , ds\j') ^si stable par G dans B{x! ,J' -.dsXJ')- 

Demonstration. — II s'agit d'un calcul facile et est laisse au lecteur. □ 

Posons : 

n{x' ,J\ds\j,)''^ B{x' ,J\ds\j.)/L{^ ,j' As\j,). 

C'est un espace de Banach sur E et, d'apres les Lemmes 14.41 et HTTl il est muni d'une action 
de G par automorphismes continus. 



5. Reseaux 

5.1. Deux conditions necessaires de non nuUite. — Soit J Q S, X\iX2'- — > 
deux caracteres localement J-analytiques et dg\^j un |5\J|-uplet d'entiers positifs ou nuls. 
Notons r = — valQp(xi(p)) et considerons la representation localement Qp-analytique : 

I{x,J,ds\j) = ( (g) {Sym''^ E^r) (g)E (ind^Xi ® X2) ^""^ 

aes\J 

qui a ete construite au ^4.2[ Soit /(x, J, rf5\j)(-F) le sous-espace ferme de /(x, J, d^y) des 
fonctions / qui sont a support compact. II est stable par P et il engendre I{x, J,dg\j) sous G. 
En particulier, cet espace contient I'espace 0{0f, J,dg\^j) et Ton pent voir facilement que : 

Iix,J,ds\j) = Y.9(^^^P^J^ds\j)- 

geG 

D'apres la preuve de [17[ Proposition 1.21], le complete unitaire universel de /(x, J, c^5\j) 
est le complete par rapport au sous-0£;[G]-reseau engendre par les vecteurs lop{z)z-^\-' z—J 

avec ^ ILsXJ ^ ^S\J H^J ^ ^>d- -^^ utilisant G = PK et le fait que K est compact 
on voit qu'il suffit de completer par rapport au sous-OE[P]-reseau engendre par les vecteurs 
loAz)z-''^'z^J et 1f^oAz)X2XiHz)z-''^'~-''^'z--' avec ^ ns\j ^ d^y et mj £ Z^^l. 
Notons A ce reseau et I{x, J,dg\j)^ le complete de I(x, J, ^s'\j) par rapport a A. C'est en 
particulier un G-Banach unitaire. 



20 



M. DE lESO 



Proposition 5.1. — Le deux conditions suivantes sont necessaires pour que I{x: J7ds\j)^ 
soit non nul : 

(i) Le caractere central de /(Xi esi integre ; 

(ii) On a I'inegalite valQ^{x2ip)) + \ds\j\ ^ 0. 

Demonstration. — Supposons que {I{x, J,dg\^j)^, \\ ■ ||) soit non nul. En particulier I'appli- 
cation canonique 

1^- I{X, J,ds\j) Hx, J,ds\j)^ 
est non nulle. Soit / G lix^J^dgx^j) tel que t{f) 7^ 0. Alors, comme i est G-equivariante et 
Hx^ 'Jjdg\j)^ est un G-Banach unitaire on a : 

xi(p)x2(p)pi-^\^i|lk(/)ll = lk(/)||, 

d'ou (i). 

Montrons maintenant que si val(Qp(x2(p)) + \ds\j\ < alors I{x, J,dg\j)^ est nul. Cela est 

equivalent a prouver que pour tout ^ ns\J ^ ^S\J ^^^^ TRj £ ^>o on a : 

(5.1) VA G ^,Vn > 0, \lo{o,n){z)z-s\J z^J € A. 

La demonstration se fait par recurrence sur |n5\j| + |m 7]. 

Supposons Ihs'^jI + \eLj\ = 0. Soit A S S et n e Z>o. Notons m le plus petit entier positif 

tel que valF{x2{'^'p)'^ p~^^'' ) < valpi^) et fixons R C Op un systeme de representants des 
classes de Op/'co^^Op- D'apres la formule (j4.4|) et comme A est stable sous Taction de P on 
a : 

On en deduit : 

X2[^p)^p i-Dim^ai,n+m) = X2('^p)'^p lD{0,n) ^ A, 

d'oii XlD{o,n) e A- 

Supposons que ()5.ip soit vrai pour tout ^ ILs\J ^ ds\J tout ruj € zhfg tels que 
llis\jl + IiBljI <: I oil I est un entier positif. Soit i £ Z>q tel que : 

|i| = Z + 1 et i(j < da-, ycr G S\J. 
D'apres la formule (j4.4p et comme A est stable sous Taction de P on a : 

VOi € [ 'Jz-l£,(o,„) = X2V^p)-C0p I I lD(rop,a,,n+m) G A, 



oil les sont des entiers. On en deduit, en developpant ^'JT^ )" et en utilisant Thypothese 
de recurrence : 

(5.2) Moi € -R, X2(TOF)^F"^^"'(^)"lD(ii7^a,,n+m) ^ A. 

En particulier, par ()5.2p on a : 

E, ^ ™^s\J -mi i-, / rn\ '"^^SX.J -mi i-. ^ . 

X2(^^7^jro^ rop, -Z-\p,(^^^a„n+m) = X2['^p)'^p ^p -^-1d(0,»i) ^ A, 

d'ou \z-l £)(o,n) S A, ce qui permet de conclure. 

□ 
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Remarque 5.2. — La condition (i) de la Proposition 15.11 peut s'exprimer par I'egalite sui- 
vante : 

(5-3) valQp(xi(p)) + valQp(x2(p)) + = 0- 

On termine cette section par quelques remarques sur le cas localement algebrique. Soient 
Xi,X2- — > deux caracteres localement constants et d une ISj-uplet d'entiers positifs 
ou nuls. Posons : 

I{x,d) = [(^{Syn/- E'^r) 0e (ind^Xi ® X2I • I"'), 

oil IndpXi ® X2I • designe I'induite lisse usuelle. D'apres la Proposition 15 . 1 1 et d'apres [23^ 
Lemme 7.9] on connait deux conditions necessaires pour que I{x,d)^ soit non nul, c'est-a- 
dire : 

(i) valQj,(xi(p)) + valQj,(x2(p)) + 1 + |d| = ; 

(ii) valQ^(x2(p)) + 1 + Idl > et valQ^(xi(p)) + 1 + |d| > 0. 
On voit facilement que (i) et (ii) sont equivalents a 

(i') valQ^(xi(p)) + valQ^(x2(p)) + 1 + |^| = ; 
(ii') valQ^(x2(p)) < et valQ^(xi(p)) < 0. 
Rappelons la conjecture suivante qui est un cas particulier d'une conjecture plus general 
formulee par Breuil et Schneider dans [9] , 

Conjecture 5.3. — Avec les notations precedentes, les conditions (i') et {ii') sont aussi 
suffisantes pour que I{X:d)^ soit non nul. 

Remarque 5.4- — On connait une reponse positive a la conjecture [53] dans les cas suivants : 

• Si F = Qp (O Corollaire 5.3.1]) ; 

• Si X2Xr^ caractere moderement ramifie et d = ( |30[ Proposition 0.10], [2i)\ 
Theoreme 1.2]) ; 

• Si X2Xr^ caractere non ramifie et le vecteur d'entiers d est sujet a quelques 
restrictions ( |16| ). 

5.2. Passage aux duaux. — Conservons les notations du ^5.1l et supposons que les condi- 
tions (i) et (ii) de la Proposition 15.11 soient satisfaites ce qui implique en particulier r > 0. 
Posons : 

J' = jY[{aeS\J,d^ + l>r}, x'i=Xi, X2 = X2 H 

aeJ'\J 

On a une immersion fermee G-equivariante : 

(5.4) I{x,J,ds\j)-^I{x',J',ds\J')- 

Le resultat suivant donne des indications concernant la structure de I{x, J,dg\^j)^, ou plus 
precisement ses vecteurs localement Qp-analytiques. 

Proposition 5.5. — Supposons que les conditions de la Proposition 15. il soient satisfaites. 

Alors les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) Toute application continue, E-lineaire et G-equivariante I{x, J,ds\j) B, ou B est 
un G-Banach unitaire, s'etend de maniere unique en une application continue, E-lineaire 
et G-equivariante I{x\ J\dg\j,) — >■ B. 
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(ii) L'application canonique I{x, J,dg\j) I{x, J,ds\j)^ s'etend de maniere unique en 
une application continue, E-Uneaire et G-equivariante I{x' , J' ,dg\ji) I{x,J,dg\^j)^. 
(Hi) L'application ()5.4p induit un isomorphisme de G-Banach unitaires : 

I{x,J,ds\j)^^lU',J',ds\J')^ 

Demonstration. — L'equivalence des conditions (i), (ii) et (iii) est clair. Breuil montre (i) 
sous I'hypothese supplementaire que l'application de I{x, J,dg\j) dans B est injective (O 
Theoreme 7.1]). Une preuve similaire, qui utilise de fagon cruciale le [7, Lemme 6.1], permet 
de demontrer le cas general. □ 

D'apres la Proposition 15.51 (iii) donner une description explicite de I{x, J,dg\j)^ est equi- 
valente a donner une description explicite de I{x', J' , ds\^j,)^ . On pent alors supposer que : 

(5.5) Vcj e S\J, r>da + l 

ou ce qui revient au meme J = J' . 

Rappelons ( ^5.ip que le complete unitaire universel de I{xiJids\j) 6st le complete par 
rapport au sous-0£;[P]-reseau A, qui est engendre par les vecteurs : 

(5.6) lo,{z)z^^\^Z^^, lF-oAz)X2Xl\z)z^S\J~ns\J^-rnj 



7\J\ 



pour tout ^ ng\^j ^ dg-^j et tout ruj G ^>o- 

Rappelons que I{x-, J-,ds\jY designe le dual continu de I'espace I{x, J,ds\j)- Si G 
liXj Jjdg\^jY et / G liXj J^ds\j)^ note Jp f{z)fi{z) I'accouplement et on pose : 



luiz)fiz)^,iz). 



oil, si U est un ouvert de F, lu designe la fonction caracteristique de U. 

D'apres la Remarque l2. 41 l'application canonique I{x, J,dg\j) — > I{x, J,dg\j)^ est d'image 
dense. Cela implique que Ton a une injection continue 

(5.7) {I{x,J,ds\j)^r -^Hx,J,ds\jr- 

Le resultat suivant donne une caracterisation utile de I'image de l'application ()5.7p . 

Proposition 5.6. — Soit /i € I{x, J,dg\^j)'^ . Alors /x est un element de {I{x, J,dg\^ j)^)'^ si 
et seulement s'il existe une constante £ M>o telle que pour tout n (z Z, tout a (z F, tout 



^ Ils\J ^ ds\J ^^'^^ TRj ^ 



7\J\ 

">0 



on a : 



(5.8) 
(5.9) 



D{a,n) 



{z-a)^s\J{z-a)^Jfiiz) 



<C^q'' 



n(r-\nc;\j\~\mj\) 



F\D{a,n+l) 



X2Xi\z - a){z - a)^«\-^-^^\^(z - a)-^^ fi{z) 



Demonstration. — La distribution s'etend en une forme lineaire continue sur I{x, J,dg\^j)^ 

le que 



si et seulement s'il existe une constante G M>o telle que 



(5.10) V/gA, / f(z)n(z) <C, 

En utilisant (j5.6p et I'identite 

[0 1] (la,(z)z^S\,z^™.) = lp_^^(z)x2Xl\z)z^SV-ns\J,-rnj 
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on deduit immediatement que ()5.10p est equivalente aux deux conditions suivantes : 

(5.11) \fi{b{loA^)z-''^'^--'))\<C^ 

(5.12) \^^{b['il]{loA^)z^''^■'^-'))\<C, 



pour tout b G tout ^ Zi5\j ^ (is\J ^out m J G 



zl^l 



Or, en appliquant la formule (j4.4p et d'apres (j5.3p on obtient : 





zup a 




1 



nd 



Ai( lD(a,n)(2;)X2(^^F)^F 



■S\J 



z — a\iis\j / z — a 



W T 



W T 



M\lls\j\ + \l!lj\-r) 



fi{lDia,n){z){z-ar^\-^{z-ar^) 



d'ou la condition (jS.Sp . 

Un calcul analogue montre que la condition (|5.12p est equivalente a la condition ()5.9p . □ 

Definition 5.7. — On appelle distribution temperee d'ordre r sur F une forme lineaire 
continue sur I'espace de Banach B{x, J,dg\^j). 

D'apres H3.2\ on salt que F{Of, J.,ds\j) s'injecte de fagon continue dans {O p ■, J , ds\j) 
et que I'image de T{Of, J,ds\j) dans C'^{Of, J,dg\j) est dense. En utilisant le fait 



que I{x,J,dg\j) (resp. B{x,J,dg\j)) s'indentifie topologiquement a deux copies de 
J^{Of, J,dg\j) (resp. {O p , J , ds\.j)) °^ deduit une injection GL2(-F)-equivariante 
continue : 

I{X, JAs\j) ^ B{x, J,ds\j)^ 

d'ou a une injection continue : 

(5.13) B{x,J,ds\jr-^I{x,J,ds\jy. 

Le resultat suivant donne une caracterisation utile de I'image de I'application (jS.lSp . 

Proposition 5.8. — Soit // G I{x, J,ds\jY ■ -^^ors fi est temperee d'ordre r sur F si et 
seulement s'il existe une constante G M>o telle que 



(5.14) 



D(a,n) 



{z-a)^s\^{z-a)^J^{z) 



< (j^q-^i-^-\iis\j\-\nij\) 



pour tout a G wfOf, tout ^ Rgx^j ^ dg\^j tout mj G z|/q et tout n > 1 ; 



(5.15) 



F\D{0,n+l) 



X2Xi\z)z^s\j-ns\Jz-inj^(^z) < C7^g"(l^is\./l+lm,/|-0 



pour tout ^ Rs\J ^ —S\J' ^^^^ — J ^ ^>o ^^'^^ n < ; 



(5.16) 



^ a' f I 



X2Xx{z)z^'\^[--a 



a 

z 



fi{z] 



< (J^g"'{r-\ns\j\-\mj\) 



pour tout a G Of — {0}, tout ^ Zi5\j ^ tout m j G z[^q tout entier n > _ 

Demonstration. — L'application ()4.2p (resp. ()4.5p ) induit un isomorphisme topologique de 
I{x,J,ds\jy dans (/-(Oi., J, d^y)^)^ (resp. de B{x,J,ds\jr dans (C^(0^, J, d^y)^)^). Si 
Ton note (//i,/i2) I'element de {J^{Of, J,ds\j)'^)'^ qui correspond a via cet isomorphisme 
alors il est clair que n est temperee d'ordre r sur F si et seulement si les distributions /ii 
et fj,2 sont temperees d'ordre r sur Oj?. D'apres le Theoreme \3.8\ la distribution fii (resp. 
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H2) est temperee d'ordre r sur Op si et seulement s'il existe une constante C^^ G M>o (resp. 
C^2 S I^>o) telle que pour tout a G Op, tout ^ ng\^j ^ dg\^j, tout mj G Z>g et tout n > 
on a : 



(5.17) |w(lD(a,n)(^)(^-aF^\-^(^-ar^)| < 

(5.18) (lD(a,n)(^)(^ - a)-^V/(^ - a)^.^) I < C,,q^^^'-\^svHmj\)_ 

La fonction / correspondant via (|4.3p au couple 

(/l,/2) = (lD(a,n)(^)(^ - a)^«\'^(^ - a)^^0) 

est la fonction iD{mpa,n+i){z){:^ ~ — a)~'^ et done la condition ()5.17p se traduit 

par 

1^1 



pour tout a G C_f, tout ^ ng\^j ^ tout mj G Z>q et tout n > 0, d'ou ()5.14p . 

La fonction / correspondant via ()4.3p au couple 

(/l, /2) = (0, lD(a,n)(^)(^ " a)-«\^(^ " 

est la fonction | i_„|<|^n ||(-z)x2Xr^(^)-^~^^"' (2 ~ '^)~^^''(2 ~ a)~'^ ■ On va distinguer deux 



cas. 



• Si a G D(0, n) on a {2 : 1^ -a| < = F\D{0,-n + l) et done la condition (i5J8]) 

se traduit par 



(5.19) MlF\D(0,n+l)iz)X2Xl\z)z^'\' - 



21S\J / 1 



a 

z 



pour tout ^ Ils\J ^ — 5\J' tout ?21j £ Z>o st tout n < 0. En developpant (^ — aj~^'^'' 
et — a)~' on voit facilement que la condition ()5.19p est equivalente a la condition 

• Si a G OF\D{0,n) on a {z : \l - a\ < |cc7^|} = L»(i, 
(|5.18p se traduit par la condition (|5.16p . 



n 



2valp{a) 

7 



) et la condition 
□ 



Corollaire 5.9. — Soit ji G /(x, Ji(Ls\j)^ ■ ^^ors ^ est dans n(x, J,dg\j)^ si et seulement 
s'il existe une constante G M>o verifiant (j5.14p . (j5.15p . (j5.16p et les deux conditions 
supplementaires suivantes : 



(5.20) 
(5.21) 



z'^sy.j zT^j ^{^z) = 0; 



pour tout a F , tout ^ lls\J ^ is\J ^^'^^ THj ^ ^>o ^^^^ ~ {\lls\j\ + \'IBlj\) > 0- 

Demonstration. — C'est une consequence immediate de la proposition 15.81 et du Lemme 

□ 
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6. Preuve du Theoreme principal 

Conservons les notations du ^5.1l et supposons que les conditions (i) et (ii) de la Proposition 
IS.ll et la condition (j5.5p soient satisfaites. Nous nous proposons de montrer que les conditions 
(|5.8p et ()5.9p selectionnent exactement les distributions temperees d'ordre r sur F annulant 
les fonctions z-^\-' z—-' et X2Xi^{z — a){z — a)--^\-^~-^\-' (z — a)~—J pour tout a ^ F, tout 
ruj € Z>Q et tout ^ Zi5\j ^ tels que r — ([n^^jl + llRjl) > 0. Plus precisement : 

Theoreme 6.1. — Soit fi £ /(x, J,ds\j)'^ . Les deux conditions suivantes sont equivalentes : 

(A) La distribution fi verifie les conditions (jS.Sp et (|5.9p ; 

(B) La distribution fj. verifie les conditions (OH) . (|5J5]) . ([536]) . (fOnj) et (lOB . 

6.1. (A) =^ (B). — Supposons que /i verifie ()5.8p et ()5.9p . Alors a fortiori fj, verifie (|5.14p 
et (jS.lSp . Montrons que ()5.8p implique (j5.16p quitte a changer C^. Pour cela on aura besoin 
de I'equivalence suivante. 

Lemme 6.2. — Quitte a modifier la constante les deux conditions suivantes sont equi- 
valentes : 

(i) La condition (|5.16p ; 

(ii) II existe un entier no > tel que (j5.16p est satisfaite pour tout a E Op — {0}, tout 
^ ILs\J ^ ^S\J! ^^'^^ H^J ^ ^>o ^^'^^ n > uq + !!£t^^M_ 

Demonstration. — (i) (ii) est immediat. 

Montrons (ii) =^ (i). Soit a G 0^? — {0} et < n < no + . Si Ton note n' = n+riQ 

on pent ecrire D(^^,n— ^^°^^(") ) comme union de disques de la forme D' = D{^-^,n' — ) 
avec |a| = \a'\ (et done |a — a'\ < g~"). En ecrivant (^ — a)" = ((^ — o') + (a' — a))" avec 
i S {ns\jiIRj} et en developpant on obtient : 



m 



< sup f\a-a'\^^s\j\-\!^s\j\+\nij\-\h\ 



sup 



l^{lD'{z)x2Xl\z)z'-^^il-af''{l-af) 



(ii) 

< sup g"(-|^»S\.jl + I^S\.j|-|221jl + lijl)c^g"'(''-|^S\j|-|ijl) 



0^1 J J 

= C'^q"(''"liis\jl-l™jl)gK-")^ 

< (7^g"(''-|ns\j|-|™./l) 

oil Ton a pose *== C^g""^'. Comme le dernier terme de depend pas du choix de a on pent 
conclure. 

□ 



Proposition 6.3. — Quitte a modifier la constante la condition ()5.8p implique la condi- 
tion (f536]> . 
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Demonstration. — Notons no le plus petit entier positif tel que (x2Xi ^)\D{i,no) 6st une fonc- 
tion J-analytique. D'apres le Lemme [6.2l il suffit de montrer que la condition ()5.16p est satis- 
faite pour tout a ^ Op — {0}, tout ^ ng\j ^ dg\j, tout mj G Z>q et tout n > no + H^^^M. 



PosonsL' = D(i,n-^^^^; 
D'apres I'egalite : 



et, en ecrivant z— sv-f -s\j = (^z — - + q)"'^^"^ et en developpant on obtient : 



Q.^ks\j^d:s\j-nLS\j 



■S\J 



on les ^J-kgx^j sont des entiers. De maniere analogue, en ecrivant z ~' = {z — - + -) et en 
developpant on a : 



ou les Xr sont des entiers, d'ou I'egalite 



1d{z)(^^ - a^, 



lD{z){-l)^Jz-^Ja^j[z 



1 \™j 



1d{z) X,^a^nij+rj(^^__ 



a 

l\IRj+Lj 

a) 



Remarquons que 
ce qui implique 



z e D ^ az £ D(l,n 



valF{a) 



CZ)(l,no) 



'^d{z)x2Xi ^{z) = X2Xi ^{a ^)'^d{z)x2Xi H^z) 

= X2Xi\a-^)'^D{z) Y hM - 1)-' 



X2Xi\a-^)lD{z)Yh,a^'{z--^-' . 



avec hi J £ E et \bi_^\q ""^ ^ quand \lj\ — > +oo. Notons C = sup;^ |6/ J et remarquons que 

d'apres ([53]) on a \x2Xi^ia~^)\ = |a|l-s\-^'-2^ 
Par les egalites precedentes on obtient : 



fi(lD{z)x2XiHz)z^s\J[--a 



1 \2is\j/l \™:J 

a 

z 



-2r 



sup 



Q^is\.J^^S\J-2iS\J 



{lap!' 



mjl+lr,/l+li7l-|fcs\jl+li!is\jl 



l^l(lDiz)[z 



1 \ j-:^s\ J / 1 \ ™ j+ij+r,/ 

z 

a 



et comme (jS.Sp implique I'inegalite 

1 \ dc\ j-k 



(li^(^) 



s\j-!^s\j ( 1 \ iiij+ij+rj 

z 

a 



< C, 



\ds\j\-\hs\.j\ + \mLj\ + \lj\ + \'Lj\~r 
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on en deduit 



d'ou le resultat. 



□ 



D'apres la Proposition 16.31 on pent etendre /i en une distribution temperee d'ordre r sur 
F. II reste a montrer que ^, vu dans B{xi <^)^5\j)^) annule I'espace L{x, J^dsx^j). Or, d'apres 
(|5.8p on a pour tout ^ ng\^j ^ dg\j et tout mj G Z>q tels que r — {\ns\j \ + > • 



D(0,n) 



quand n — )• — oo 



et d'apres (|5.9p on a pour tout a & F, tout ^ ]ls\J ^ ^i?S'\J tout ruj G z|^q tels que 
r - {\ns\j\ + \rnj\) > ■■ 



[ X2Xi\z - a){z - afs\j-ns\j^^ _ a)-^-' ix{z) 

JF\D(a,n+l) 

d'oii le resultat, qui permet de terminer la preuve de {A) =^ {B). 



quand n — ?■ +cxo. 



6.2. (B) ^ (A). — Montrer que les conditions (|5l^ . (fOSj) . (f5lB . dOOjl et ([OT]) im- 
pliquent les conditions (j5.8p et (|5.9p requiert quelques preliminaires. CommenQons par donner 
une description equivalente des conditions ()5.8p et ()5.9p . 



Lemme 6.4- — condition (|5.8p est satisfaite (quitte a changer C^J si et seulement si les 
trois conditions suivantes sont verifiees : 

(i) ()5.8p pour towi a ^ F et tout n € Z te/s gue D{a,n) D wpOp = 0; toitt ^ 21s'\j ^ 



7\J\ 



(a) (j5.8p powr towt a € wpOp, tout n € Z>i, toiti ^ Il5\j ^ dLS\J ^'^'"^ m r € z|^q ; 

(^iiij (|5.8p pour a = 0, pour tout entier n < 0, tout ^ Jls\J ^ ds\J ^^^^ li^J ^ ^>o 
teZs gue r — (|n_5\^j| + \rnj\) > 0. 

Demonstration. — ()5.8p =^ (i), (ii), (iii) est immediat. 

Montrons (i), (ii), (mz) => (|5.8p . II suffit de verifier la condition (|5.8p pour a = 0, pour tout 
entier n < 0, tout ^ Zi5\j ^ et tout mj G zI/q tels que r — (jn^y | + |?2ij|) < 0. 

Notons R C Op un systeme de representants des classes de Of/t^fOf tel que G i? et 
fixons m G Z>o tel que n + m > 0. Done on a : 

m— 1 

i=0 aiGi?-{0} 

En utilisant (n) et r — (|zi5yj| + \eLj\) < on obtient : 

II reste a minorer les termes de la somme. Soit Oi G R — {0} et < j < m — 1. En ecrivant 
2;-s\J = (^z — QiTUp'^-' + aiTUp~^-^ )-^'^-' (resp. z—J = {z — OiW^-' + Oiw'^ ■')—■') et en developpant 
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on obtient 



D{aiTAjp ■',n+j+l)\ ' J 



< sup 



< gup g-(n+i)(lls\jl + l^ijl)(:7 qin+j+l){r-\ns^^j\ + \Ls\j\-\m:j\ + \kj\) 



< (7^g'-g("+i)('--lzis\jl-liiijl), 
Comme r — {\ns\j\ + IzZljl) < on a 



d'ou le resultat. 



□ 



Rappelons que pour tout k € Z>o on designe par C Op un systeme de representants 
des classes de {Op/^^Op)^ et que I designe le plus petit entier positif tel que Xi\D(ai,i) 
(resp. X2\D{ai,l)) est une fonction J-analytique sur I'ouvert D{ai,l) pour tout G S;. Notons 
D{a, n, n + 1) = D(a, n)\D{a, n + 1) pour tout a € F et tout n € 



Lemme 6.5. — Supposons que la condition (|5.8p soit satisfaite. Alors la condition ()5.9p est 
satisfaite si et seulement si les deux conditions suivantes sont verifiees : 

(i) ()5.9p pour tout a £ F, tout n > 0, tout ^ 2l5\j ^ ds\J ^^^^ 121 J ^ ^>o ^s^'^ 9''^^ 
(I2i5\jl + > ; 

(^iij (|5.9p pour a = 0, pour tout n < 0, tout ^ Ils\J ^ ^S\J ^^'^^ 221j ^ ^>o ^^^-^ 5'^^ 



- {\jls\j\ + Imjl) < 0. 



Demonstration. — ()5.9p =^ {i),{ii) est immediat. 

Montrons (i), (ii) (|5.9p . II suffit de verifier la condition (|5.9p dans les cas suivants : 

• pour tout a G F, tout n < 0, tout ^ 21s\j ^ dLS\J tout ruj € Z>g tels que 

- {\ns\j\ + > 0; 

• pour tout a 7^ 0, tout n € Z, tout ^ Hsyj ^ d,s\J ^o^* 221 J ^ ^>o ^^^^ "^^^ 

- {\ns\j\ + |221j|) < 0; 

• pour a = 0, pour tout n > 0, tout ^ 2l5\j ^ ds\J tout ruj € Z>q tels que 

- i\ns\j\ + \mj\) < 0. 

Remarquons d'abord qu'en utilisant I'egalite : 



Va G F,n G Z, lD(a,n,n+i) = X] -"-^ 



un raisonnement analogue a celui du lemme HT6l per met de montrer, en utilisant (jS.Sp . que 
pour tout a G F, tout n G Z, tout ^ Zl5\j ^ et tout mj G Z>q on a : 

(6.1) \fi[lDia,n,n+l)iz)X2Xl\z - a){z - afs\J-ns\.,^, _ a)-™.) | < C^q<\^S\j\ + \rn,A~r)^ 

quitte a modifier C^. 
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Premier cas . Soit n < et fixons m G Z>i de sorte que que n+m > 0. En utilisant I'egalite 

m—l 

Va G F, lF\D(a,n) = '^F\D(a,n+m) ~ ^ '^D{a,n+j,n+j+l) 

j=0 

on deduit le premier cas de (i) et de (j6.1|) . 

Deuxieme cas . Soit a 7^ et n G Z. Choisissons m G Z de sorte que n — m < et 
F\D{a, n — m) = F\D{0, n — m). En utilisant I'egalite 

m+l 

'^F\D{a,n) '^F\D{a,n—m) ~l~ ^ ^ '^D{a,n—m—j,n—m—j+l) 

j=0 

on deduit le deuxieme cas de (ii) et de (|6.ip . 

Troisieme cas . Le meme raisonnement que pour le deuxieme cas s'applique. 

□ 



^ lls\J ^ ^s\J 6^ tout ruj G Z>Q et que ()5.15p est exactement (|5.9p pour a = 0, pour tout 
n < 0, tout ^ 2l5\j ^ ds\J ^t IBij ^ ^>o- D'apres les Lemmes 16.41 et [631 il reste alors 
a montrer : 

(i) (|5.8p pour tout a G F et tout n G Z tels que D{a, n) fl zupOp = 0, tout ^ ns\J ^ 



dc\ T et tout m j G 



.1^1 . 



—S\J ^ l-UUL III J t ''^>0 ) 

(ii) (|5.8p pour a = 0, pour tout entier n < 0, tout ^ ng\j ^ st tout mj G zbfg 
tels que r — (|ii5\j[ + lnijl) > ; 

(iii) (|5.9p pour tout a G F, tout n > 0, tout ^ ns\j ^ i^5\j ^t tout ruj G Z>q tels que 

^ - i\ns\j\ + Iziljl) > 0. 
La proposition suivante montre que ()5.16p implique (i). 



Proposition 6.6. — La condition (j5.16p implique la condition ()5.8p pour toui disque D(a, n) 

ls\j < ^5\J towi mj G Z^^. 



awec a ^ F et n ^ Z tel que D{a, n) fl zupOp = 0, towi ^ Zi^x j ^ dg\j et tout mj G 



Demonstration. — Un calcul analogue a celui de la Proposition l6.3l et dont on laisse les details 
au lecteur, montre que la condition ()5.16p est equivalente a 

pour tout a G 0_p — {0}, tout ^ ^ ds\j^ to^^ ruj G Z>q et tout entier n > . 

Soit a G F et n G Z tel que D{a,n) n wpOp = 0- Pour tout ^ Zlsyj ^ 011 a- l^s 
identites suivantes : 

1d{z)(^z-^Y'^' = li5(z)(-l)^sua-2is\j^iis\j(^i 

= lj-^\-'a a + aj ^ aj 

a 



^'iks\j^<Ls\j-iis\j 



z 
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ou les ^kgx^j sont des entiers. Par un calcul similaire au precedent on obtient : 



1d(z){z 



r ,>0 



1 XLj+Ukj 

a 



oil les sont des entiers. 

Les deux identites ci-dessus et la condition ()6.2p impliquent : 

/X 1d(z) z-- {Z-- 



a 



< 



sup a-s\Ja~'^jJlD{z)z-s\ji- - a 



is\j-ks\j/'l \Lj+ni. 

a 

z 



Q.<^ks\j^is\j-iks\.i 



<C^\a\-^^s\j\-^\i>ij\ 



sup 

Q.^ks\j'^is\j-n:s\j 



|fe\.j|-tjl|r,|2^-|^S\.jL"(^-|^S\jl + I^S\j|-t/|-|injl) 



(n-2^^^)(r-|n5\J-|mJ) 



Comme n — "°''^(°) ^ pour a G Op — {0} et n > parcourt tous les disques D{b, m) 

avec 6 G F et m e Z>o dans F tels que m) n tzJirOi? = 0, on pent conclure. □ 

En utilisant les conditions (|5.2U|) et (|5.2ip on voit que montrer {ii) et {in) est equivalente 
a montrer (quitte a modifier la constante C^) 

(6.3) / z^s\.j zii^J ^{z) <C^q^^''-\^s\.j\-\mj\) 

J F\D{Q,n) 

pour tout entier n < 0, tout ^ ILs\J ^ ^is\J tout mj G Z>q tels que r — {\ng\^j\ + \rnj\) > 
X2Xi\z - a){z - afsvj-ns\j^, _ a)-^^ f,{z) 



et 

(6.4) 



D{a,n+1) 



pour tout a ^ F, tout n > 0, tout ^ Ils\J ^ ^S\J tout mj € z|^q tels que r — (jn^^jl + 
\mj\) > 0. 

Rappelons que si / G B{xj J,dg\^j) alors 
(6.5) ||/||b = sup(||/i||c^,||/2||c'-) 

oil (/i, /2) designe I'element de C'''{Of, J-,ds\j)^ Q^i correspond a / via I'isomorphisme (|4.5|) . 
Les conditions ()6.3p et ()6.4p sont une consequence immediate du lemme suivant. 

Lemme 6.7. — • // existe une constante C G M>o telle que pour tout entier n < 0, 
tout ^ ns\J ^ d.s\J 6^ tout ruj G Z>q tek gue r — (|n5\j| + |22Ij|) > on a : 

nF\DiO,n+l)iz)z^''^-'z^-^\\B < Cq'^i^-l^sVjHinjl) _ 

• II existe une constante C G M>o telle que pour tout a & F, tout n > 1, toutO ^ ns\j ^ 
ds\J ^t tout ruj G tels que r — {\ns\^j\ + |?21j|) > Q on a : 

\\Ma,n){z)X2XiHz - a){z - afs\j-ns\j^, _ < c7g"(K\..l+l-.l-) . 
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Demonstration. — Notons fngx^j,mj, pour tout ^ ILs\J ^ ^S\J tout ruj € z|/q tels que 
~ (|zi5\j| + |Z22:j|) > 0, la fonction de Op dans E definie par : 

Z ^ X2XlHz)z^S\J-!ls\J z-HLj _ 

D'apres le Lemme [4.6l c'est une fonction de classe C. Posons : 

(6.6) C = snp \^\\fns^ J ^rnjWc- ■ ^ n^y ^ ds\j, mj G et r - {\ns\j\ + \mj\) > o}. 
• Par (j6.5p on a : 



On pent recrire \\lD(o-n){z)fns^^j,rnj{z)\\cr sous la forme : 

^ 'LU pi ' 

Or, d'apres (|5.3p on a : 

X2X1 v^F )y^F r -^^•'(.rop ) =q ^ 
et d'apres le Lemme [3.2l on a : 



lD(0,-n)(^)/ns\j,m, 



d'ou 



\\lF\DiO,n+l){z)z^'^'Z^^\\B < Cq''(^~\^^\-j\~\^j\\ 

• On distingue deux cas. 

(i) Supposons a € wpOp. Par (j6.5p on a : 

= \\^D{^,n-l){z)fn^^j,rnj{^FZ - a)\\cr, 

et comme la norme C est invariante par translation on deduit I'egalite suivante : 

\\^D{^,n-l){z)fng~^j,mj{'^FZ - a)\\cr = \\1 D{0,n~l){z) fns\j,mj{^F z)\\c^ . 

On pent recrire ||lD(o,n-i)(2)/ng\j,mj(t^F^;)||c'- sous la forme : 
D'apres (|5.3p on a : 



et d'apres le Lemme [3.2l on a : 



n(-2r+|ns^^j| + |mjl) 



ld(o 



d'ou 
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(ii) Supposons a ^ wpOp- Par ()6.5p on a : 

\lDia,n){z)x2Xi\z - a){z - a)^s\.-«5\. _ a)-^^\\B 



En ecrivant z-^'V-^ = (z - i + (resp. z^J = {z - ^ + et en developpant, et 

en utilisant I'invariance par translation de la norme C on obtient : 



D 



< 



sup 



Par le Lemme [3.2l on a : 



< C 



iS\J-Ps\J 



VD r 



et comme le sup est atteint pour Oj = ruj, = lls\J obtient, en utilisant 

UDia,n){z)X2Xl\z - a){z - afs\J-ns\J _ a)-^^\\B < Cq^~\^S\j\-\rnj\^ 

d'ou le resultat. 



□ 



Le Lemme [6 . 71 1 ermine la preuve de {B) (A), et done la preuve du Theoreme l6.ll Ainsi on 
a obtenu que I'espace de Banach dual du complete cherche est isomorphe dans I{x, J,dg\j)^ 
au sous-espace de Banach de B{x, J,ds\jy forme des fi qui annulent L{x, J,ds\j), c'est-a- 
dire a n(x, J, d^v j)"^. En particulier n(x, J,ds\jY est un G-Banach unitaire. 



Rappelons que dans f27] est introduite la categoric Mod[g^p{OE) des 0£;-modules sans 
torsion lineairement topologiques separes compacts, les morphismes etant les applications 
Ofi-lineaires continues. Soit M G Mod{.gj^p{OE) et definissons le -E-espace de Banach : 

= Homg'^*(M,£;) muni de la norme ||Z|| sup 

Notons Mod^^mp(^£^)Q categoric ayant les memes objets que la categoric Mod[l^p{OE) 
mais pour morphismes : 



def 



Hom,. ,/i . {A,B) = Horn,. ■,(A,B)^E. 

Dans \27\ Theoreme 1.2], il est montre que le foncteur M i— )• M'^ induit une anti-equivalence 
de categories entre Mod[g^p{OE)Q et la categoric des S-espaces de Banach. 

Corollaire 6.8. — II existe un isomorphisme G-equivariant d'espaces de Banach p-adiques : 

I{x,J,ds\j)^^'^ix,JAs\j)- 
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Demonstration. — L'argument est analogue a celui donne dans [3l Theoreme 4.3.1]. D'apres 
[25\ Lemme 9.9] on a une injection fermee G-equivariante : 

n{x,J,ds\j)-^{^ix,J,ds\jyy- 

Cela implique que n(x, J,dg\^j) est aussi un G-Banach unitaire. Alors, par la propriete univer- 
selle du complete unitaire universel, I'application /(x, J,ds\j) ~^ n(x, J,dg\^j) induit un mor- 
phisme G-equivariant continu de I{x, J,dg\^j)^ vers n(x, J,dg\j). Cela induit un morphisme 
continu sur les duaux munis de leur topologie faible qui sont des elements de Mod^o^p(C's)Q. 
Or, par le Theoreme 16. li ce morphisme est bijectif et continu. Done, d'apres ^ Lemme 4.2.2] 
c'est aussi un isomorphisme pour les topologies faibles. Par dualite ( [27\ Theoreme 1.2]) on 
obtient alors I'isomorphisme topologique GL2(-F)-equivariant de I'enonce. □ 

Remarque 6.9. — Le Corollaire 16.81 generalise le [3, Theoreme 4.3.1] pour F = Qp. Men- 
tionnons que ce resultat joue un role important dans la preuve par Berger et Breuil de la non 
nullite de I'espace J,dg\j)^. 

6.3. Exemple. — Introduisons quelque notations supplementaires et rappelons la construc- 
tion des representations considerees dans [fj. Si A € on designe par unrj7'(A): — )• 
le caractere non ramifie defini par x i— )• A'^'^'^ . Soient a, a € E^ et k ^ ^>|- Fixons Ji, J2 
deux sous-ensembles de S tels que Ji C J2 C S. Considerons les deux caracteres algebriques 
suivants : 

aeJi aeJi (TeJ2\Ji 

et posons : 

vr(Ji, J2) = ( (g) {Sym''--^E^r) ®e (ind^Xi ^ X2) 

aeS\J2 

D'apres la Proposition 15.11 on connait deux conditions necessaires pour que le complete uni- 
taire universaire de la representation Qp-analytique 7r(Ji, J2) soit non nul. Un calcul immediat 
montre qu'elles sont equivalentes a 

(6.7) -(valF(Q) + valF(d)) ^(A;^ - 1) = 

(6.8) -vali7'(Q) + ^ (A;^ - 1) > 0. 

aeS\Ji 

Supposons que (|6.7p et ()6.8p soient satisfaits. En particulier on en deduit I'inegalite suivante 

-valpia) + ^ (A;^ - 1) < 0. 
o-eJi 

Notons r = valp{a) — J^ae.h^^'^ ~ -*■) 

J3 = J2l[WeS\J2,K-l>r}. 
D'apres la Proposition 15.51 on salt que I'application fermee et G-equivariante 

^(Ji, J2) ^(Ji, J3) = ( (g) {Sym'^^-'E^r) ®E (ind^Xi ® X2 J] ^''^"') 

cr£S\J3 cr£j3\J2 
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induit un isomorphisme G-equivariante de it{Ji,J2)^ dans ■7r{Ji, J^)^. Posons : 

X'l = XI, X2 = X2 n 

cr£j3\J2 

Considerons : 

Bix, {K - 2),^ J3) = J3, {K - 2)^^j,) e C'^iOp, J3, {K - 2),^j3). 

C'est un espace de Banach sur E muni d'une action continue de G (voir la preuve du Lemme 
OH . D' apres le Lemme 14.61 la fonction ^(nCT)CT^j3i('no-)o-sj3 definie par : 

z^xWi^'i^) n ^(^)'^~''"'' n ^(^)""^ 

se prolonge sur Op en une fonction de classe C. On designe par L{x, J3, {k^ — '2)a^Ji) le 
sous-espace de B{x, J3, {ka — 2)^^j^) engendre par les couples de fonctions : 

(^^^n.),^,,3,{m.).gJ3(^F^-a),^^/i(„,),^,,3,(„^,),g^3(l-a^) H ^(^)"'' 11 

pour tout a G F, tout (m^)^gj3 G Z^g' et tout {no-)ai.h ^ {k„-2)„(^j,^ tels que r-^^^ j^ n„- 
X]j3 "^CT > 0. Alors par le Corollaire 16.81 on a : 

vr(Ji, J2)/\ ^ B(X, J3,Al5V3 - 2)/Mx, J3,Al5V3 -2). 
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